ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ Ι

Λύσεις εξετάσεων Φεβρουαρίου 2006

ΘΕΜΑ 1 (20 μονάδες)
Έχουμε δύο εξωτερικά όμοιες κάλπες. Η μία περιέχει 5 λευκά και 5 μαύρα σφαιρίδια ενώ η άλλη 2 λευκά και 8 μαύρα. Επιλέγουμε μία από τις δύο κάλπες στην τύχη και ανασύρουμε 6 σφαιρίδια (χωρίς επανατοποθέτηση). Αν 2 από αυτά είναι λευκά, ποια είναι η πιθανότητα να έχουμε επιλέξει την κάλπη με τα 5 λευκά σφαιρίδια; Απαντήστε το ίδιο ερώτημα αν 3 από τα 6 είναι λευκά.
Λύση. Έστω 
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 τα γεγονότα επιλογής της κάλπης με τα 5 και τα 2 λευκά σφαιρίδια αντιστοίχως, και 
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 τα γεγονότα να ανασύρουμε 2 και 3 λευκά σφαιρίδια αντιστοίχως. Προφανώς 
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 αφού η άλλη κάλπη έχει μόνο 2 λευκά σφαιρίδια. Εφαρμόζοντας τον τύπο του Bayes έχουμε
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όπου η απλοποίηση οφείλεται στο ότι 
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 αφού η επιλογή της κάλπης γίνεται τυχαία. Οι πιθανότητες που απομένουν υπολογίζονται με βάση τον αριθμό των συνδυασμών που αντιστοιχούν στην επιλογή 2 λευκών σφαιριδίων. Έχουμε
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ΘΕΜΑ 2 (25 μονάδες)
1) Να υπολογισθεί η μέση τιμή και η μεταβλητότητα τυχαίας μεταβλητής 
[image: image9.wmf]C

 με συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
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όπου 
[image: image11.wmf]k

 σταθερά. 

Λύση. Κατ’ αρχήν υπολογίζουμε την τιμή της σταθεράς 
[image: image12.wmf]k

 από τη σχέση
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Για τη μέση τιμή και τη μεταβλητότητα έχουμε
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[image: image17.wmf]
2) Έστω 
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 ανεξάρτητες τυποποιημένες κανονικές τυχαίες μεταβλητές.

i) Να υπολογίσετε την πιθανότητα 
[image: image19.wmf])

1

(

>

-

R

Y

X

.

ii) Αν 
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, να βρεθεί η τιμή 
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 για την οποία οι τυχαίες μεταβλητές 
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 είναι ασυσχέτιστες, δηλαδή έχουν μηδενική συμμεταβλητότητα. 

Λύση. Λόγω ανεξαρτησίας των 
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 έχουμε 
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Για τη συμμεταβλητότητα των 
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 έχουμε 
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Λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι 
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 είναι ασυσχέτιστες για 
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ΘΕΜΑ 3 (25 μονάδες)

Μηχανή παράγει εξαρτήματα το βάρος των οποίων ακολουθεί κανονική κατανομή. Σε τυχαίο δείγμα 5 εξαρτημάτων μετρήθηκαν τα εξής βάρη (σε κιλά):

9,2  6,9  7,8  8,2  7,9

i) Να βρεθεί 95% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή και τη μεταβλητότητα του βάρους των εξαρτημάτων.

ii) Ποιο είναι σε πρώτη προσέγγιση το απαιτούμενο μέγεθος δείγματος ώστε το 90% διάστημα εμπιστοσύνης για το μέσο βάρος να είναι το πολύ 1 κιλό;
Λύση. i) Υπολογίζουμε τη μέση τιμή και τη μεταβλητότητα του δείγματος.
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Επειδή το δείγμα είναι μικρό, τα όρια του 95% διαστήματος εμπιστοσύνης για τη μέση τιμή είναι τα
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Το 95% διάστημα εμπιστοσύνης για τη μεταβλητότητα είναι το 
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ii) Για 
[image: image40.wmf]10

,

0

=

a

 και 
[image: image41.wmf]5

,

0

=

d

 το μέγεθος του δείγματος πρέπει να είναι
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ΘΕΜΑ 4 (20 μονάδες)
Οι αντιστάσεις που προμηθεύεται ένας κατασκευαστής ικανοποιούν τις προδιαγραφές του με πιθανότητα 70%.

i) Αν αγοράσει 600 αντιστάσεις, ποια είναι η πιθανότητα ότι τουλάχιστον 420 θα πληρούν τις προδιαγραφές; 

ii) Πόσες πρέπει να αγοράσει έτσι ώστε να είναι 99% βέβαιος ότι θα έχει τουλάχιστον 200 αντιστάσεις που να ικανοποιούν τις προδιαγραφές του; 
Λύση. Έστω 
[image: image43.wmf]C

 ο αριθμός των αντιστάσεων σε δείγμα μεγέθους 
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 που ικανοποιούν τις προδιαγραφές. Για μεγάλα δείγματα ισχύει προσεγγιστικά ότι η τυχαία μεταβλητή 
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 ακολουθεί κανονική κατανομή. Συγκεκριμένα 
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i) Για 
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 έχει μέση τιμή 
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 λόγω συμμετρίας της κανονικής κατανομής ως προς τη μέση τιμή της.

ii)  Ανάγοντας στην τυποποιημένη μεταβλητή έχουμε
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Λύνοντας το τριώνυμο που προκύπτει ως προς 
[image: image53.wmf]n

 τελικά παίρνουμε 
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ΘΕΜΑ 5 (20 μονάδες)

Το μέσο βάρος ενός συσκευασμένου προϊόντος πρέπει να είναι τουλάχιστον 4 κιλά, η δε τυπική απόκλιση θεωρείται γνωστή και ίση με 300 γραμμάρια. Επίσης υποθέτουμε ότι το βάρος ακολουθεί κανονική κατανομή. Για τον έλεγχο της ανωτέρω προδιαγραφής λαμβάνεται δείγμα μεγέθους 10. Για επίπεδο σημαντικότητας 0,05, ποια είναι η πιθανότητα να δεχθούμε ότι η προδιαγραφή ικανοποιείται αν στην πραγματικότητα το μέσο βάρος είναι 3,8 κιλά;

Λύση. Ο έλεγχος υποθέσεως που διενεργείται για την ικανοποίηση της προδιαγραφής είναι ο εξής
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Θα δεχτούμε ότι η προδιαγραφή ικανοποιείται, ότι δηλαδή ισχύει η 
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 η μέση τιμή του δείγματος. Αν στην πραγματικότητα το μέσο βάρος είναι 3,8 κιλά, η τυχαία μεταβλητή 
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 ακολουθεί κανονική κατανομή με μέση τιμή 3,8 και μεταβλητότητα 
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